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Tema 6: Probabilidad. 


1. Introducción. 
Aparición del Cálculo de Probabilidades. 


Parece ser que los juegos de azar tienen no menos de 4000 años de antigúedad, si bien su 
fundamentación matemática es más reciente; aunque ya hubo intentos serios en el siglo XVI por parte de 
Tartaglia, Cardano y Galileo, se puede decir que no es hasta entrado el Siglo XVII cuando Pascal y Fermat, 
por medio de una constante correspondencia, comienzan a establecer formalmente los fundamentos de lo 
que hoy llamamos Cálculo de Probabilidades. 

Dicha correspondencia, nacida de la consulta que el Caballero De Méré (empedernido jugador francés) 
hace a Pascal acerca de una presunta contradicción en una apuesta de dados, se haría célebre, dando lugar 
a que numerosos matemáticos del siglo XVII se interesaran por el tema (principalmente Huyghens, 
Bernouilli, De Moivre), publicando sus trabajos, por lo que el Cálculo de Probabilidades se hizo bastante 
célebre a partir de la segunda mitad del Siglo XVII, y Siglo XVIII, donde publicaron autores como Newton, 
Bayes, Jacques y Daniel Bernouilli, Laplace... 

Quedémonos con dos nombres, Jacques Bernouilli y Pierre Simón (marqués) de Laplace, pues a ellos se 
les debe dos fundamentaciones diferentes de probabilidad. Mientras Bernouilli formuló el Principio de 
razón insuficiente, que pronto cayó en desuso, Laplace formuló un modelo, que se sigue hoy, basado en la 
equibrobabilidad de sucesos. 


Las Probabilidades a priori y a posteriori. 


La definición clásica de probabilidad se basó en las llamadas probabilidades a priori, o aquellas que se 
pueden conocer de antemano sin realizar el experimento aleatorio; para ello se utiliza la regla siguiente: la 
probabilidad del suceso A es el cociente entre el número de casos favorables al suceso y el número de casos 
posibles, con tal de que todos estos casos sean mutuamente simétricos. 

Esta definición clásica, que presupone que los sucesos elementales son igualmente probables, fue 
admitida por Pascal, Fermat y sus contemporáneos de forma más o menos tácita. Sin embargo, también 
tropezó con graves dificultades tras aplicársele el análisis combinatorio: 


Por ejemplo; A y B juegan a cara o cruz con una moneda perfectamente simétrica, de tal forma que ambos 
resultados poseen, en una misma tirada, probabilidad de aparición 1/2. El juego consiste en lanzar dos veces la 
moneda; A gana si en alguna de estas tiradas sale cara, B gana si tras efectuar dos tiradas no ha aparecido ninguna 
cara. ¿Cuál es la probabilidad de que gane A? Si representamos las caras por 1, y las cruces por O, A gana si tras 
efectuar las dos tiradas ha salido 11, 10 ó 01, y B gana sólo si ha salido 00. 


sFermat consideraba que de estos 4 casos (los únicos posibles resultados, por otra perfectamente simétricos), 
todos eran favorables a A salvo el último, luego la probabilidad de ganancia de este jugador era de 3/4, y la de 
B de 1/4. 


Ahora bien, Robertval consideraba que en los casos 10 y 11 no habría hecho falta tirar una segunda moneda, 
pues A ya había ganado con la primera, por lo que para éste los únicos casos posibles eran 1, 01 y 00, de donde 
la probabilidad de ganancia para A era de 2/3, y la de B es 1/3, claramente distintas de las anteriores. 


¿Por qué sucede esto? Porque hay que definir con toda claridad en qué consiste el experimento aleatorio, que 
es lo que ha provocado los problemas en el anterior experimento, si el juego consiste en lanzar dos dados, y A gana 
si, tras los dos lanzamientos, al menos ha salido una cara, entonces Fermat tiene razón; por contra, si el juego puede 
detenerse al ganar A en la primera tirada, esto es, los lanzamientos no son del todo independientes, y la realización 
del segundo depende del resultado del primero, quien tiene razón es Robertval. 

Si bien la paradoja anterior es de fácil solución, y como corolario el definir correctamente y sin ambigúedades el 
experimento es algo fundamental, no sucedería así para otros más complicados, como el planteado por M'er'e a 
Pascal. La conclusión es que la definición clásica de probabilidad, aun siendo intuitivamente lógica y aceptable, no 
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resulta por completo satisfactoria, pues no da un criterio para decidir cuándo en un experimento los diversos casos 
posibles pueden considerarse simétricos o igualmente posibles. 


La definición actual de probabilidad es básicamente la anteriormente vista, donde la probabilidad de un 
suceso es igual al número de casos favorables entre el número de casos posibles, si bien permite salvar los 
casos en los que los sucesos elementales no son equiprobables. 

Por otra parte, la definición actual de probabilidad parte también de la base de que a veces no es posible 
establecer la probabilidad a priori de cada suceso elemental, y de que en esos casos no hay más remedio 
que estudiar el límite al que se acercan las frecuencias relativas al realizar un gran número de pruebas en 
condiciones análogas (lo que por otra parte tampoco es siempre es posible, como sucede al efectuar 
experimentos destructivos*); a estas probabilidades obtenidas con posterioridad a la ocurrencia del 
experimento aleatorio, se las llama probabilidades a posteriori. 

Esto es, pueden existir, para un mismo experimento y para un mismo suceso A perteneciente al mismo, 
dos probabilidades, una primera (probabilidad a priori) en la que no es necesario experimentar para 
calcularla, sino que se ajusta a fórmulas, razonamientos diversos... y una segunda (probabilidad a 
posteriori) en la que el experimento se repite una y otra vez, y la probabilidad del suceso A es el cociente 
de veces que ha sucedido A entre el número de experimentos realizados (frecuencia relativa de A). Es 
necesario decir que esta forma está sujeta a un necesario error de truncamiento, pues teóricamente la 
auténtica probabilidad de A se obtendría tras efectuar infinitas experimentaciones, lo cual es obviamente 
imposible. 

Dos probabilidades ¿cuál es la mejor? Las dos, pues por la Ley del Azar (o Teorema/Ley de los Grandes 
Números“), las probabilidades a posteriori tienden a las probabilidades a priori a medida que crece el 
número de experimentos observados. 

De todos modos, se prefiere la primera forma (probabilidades a priori), pues por una parte va a arrojar 
el valor exacto (aunque no sea un número racional), y no se requiere experimentar (y teniendo en cuenta 
que para que la diferencia entre ambas sea mínima pueden hacer falta un gran número de experimentos, 
puede no ser demasiado práctico experimentar a posteriori), si bien a veces no quedará claro si estamos 
calculando correctamente las probabilidades a priori, como le sucedió a Fermat y Robertval. 


2. Experimentos aleatorios. Sucesos. 


Espacio muestral. 


Definición 6.1 (experimento determinista) Un experimento o fenómeno se llama determinista cuando se 
prevé con seguridad su resultado. 


Ejemplo 6.1 Por ejemplo, si dejo caer una pelota de tenis desde la altura de mi cabeza, la pelota caerá, 
chocará con el suelo, y rebotará de alguna forma si el suelo es duro. 


Ejemplo 6.2 Siguiendo con el verbo caer, un experimento determinista consiste en dejar caer un huevo 
crudo desde un tercer piso... al llegar al suelo se rompe. 


Definición 6.2 (experimento aleatorio) Se habla de un experimento aleatorio o E.A. cuando no se sabe cuál 
va a ser el resultado final. 


1 Esto es, aquellos en los que al experimentar es necesario destruir total o parcialmente los elementos estudiados de la muestra, como sucede en los análisis 
de calidad (se someten los artículos a cierto desgaste, parcial o total, pero de forma que “estos no vuelven a ser nuevos). 

2 Que no se va a ver en el presente temario, al requerir un gran número de conocimientos previos, y que puede encontrarse en casi cualquier libro no 
elemental de iniciación al Cálculo de Probabilidades. 
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Definición 6.3 (espacio muestral de un E.A.) Se llama espacio muestral del experimento aleatorio al 
conjunto de posibles resultados del mismo. Se denota por E o por Q. 


Nota 6.1 Esto es, podemos definir el experimento aleatorio como aquel cuyos resultados, aún siendo 
conocidos, no se pueden predecir a priori. 


Nota 6.2 Las dos definiciones anteriores no son contradictorias, existen experimentos en los que se conoce 
el conjunto de posibles resultados, si bien no se sabe cuál va a ser el resultado exacto. Por ejemplo, 
consideremos el experimento lanzamiento de una moneda; sabemos que la siguiente tirada va a arrojar un 
elemento del conjunto (espacio muestral) Q = (cara, cruz), si bien no sabremos qué es lo que sale hasta que 
no se realice el experimento. 


Ejemplo 6.3 Si lanzamos un dado, y nos fijamos en la cara que queda en su parte superior, el espacio 
muestral es Q = (1,2,3,4,5,6). No sé cuál de ellos saldrá exactamente, pero uno de ellos con toda seguridad. 


Ejemplo 6.4 Si lanzamos un dardo sobre una diana, y éste se clava en el interior de la misma, cerca del 
centro, Q = (1,2,3,4,""* ,18,19,20). 


Nota 6.3 Aunque un resultado del espacio muestral pueda repetirse más de una vez, en el espacio muestral 
sólo se escribe una vez. Otro problema distinto es que la probabilidad de ese resultado que se repite sea 
mayor que la de los resultados que no se repiten. 


Ejemplo 6.5 Si lanzamos un dado y una moneda, los posibles resultados son, el orden es irrelevante, Q = 


[(cara,1),(cara,2),--- ,(cara,6),(cruz,1),(cruz,2),--- ,(cruz,6);. 


Ejemplo 6.6 Un dado de quinielas es aquel hexaedro que tiene tres caras marcadas con 1, dos caras 
marcadas con X, y una cara marcada con 2. Lanzarlo es un E.A., y su espacio muestral es Q = (1,X,2], y no es 
O = {1,1,1,X,X,2}. 


Ejemplo 6.7 Determinar si los siguientes experimentos son aleatorios o deterministas: 
«Dejar caer una piedra desde un edificio del que se conoce su altura (determinista) 
sLanzar un dado (aleatorio). 
"Número de coches que pasan por un lugar prefijado (aleatorio). 
"Número de olas que rompen contra un espigón de muelle durante una hora (aleatorio). 


«Poner un cazo con agua y llevarlo a ebullición (determinista). 


Ejemplo 6.8 Determinar el espacio muestral de: 


Lanzar un dado y triplicar el resultado (Q = (3,6,9,12,15,18)). 
Lanzar un dado y dividir el resultado por sí mismo (Q = (1)). 

Lanzar 7 monedas y anotar número de cruces (Q = (0,1,2,3,4,5,6,7)) 
sLanzar dos dados y sumar sus caras (Q = (2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12)). 


Lanzar dos dados y a la cara mayor restarle la menor (Q = (0,1,2,3,4,5)). 


Sucesos. Tipos de sucesos 
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Definición 6.4 (suceso) A cada uno de los elementos, o subconjuntos, del espacio muestral, o sea, a cada 
uno de los posibles resultados del experimento aleatorio, se le llama suceso. 


Nota 6.4 Esto es, un suceso de un experimento aleatorio de espacio muestral Q es uno de los elementos, o 
bien un subconjunto, de Q. 


Definición 6.5 (sucesos varios) Dado el espacio muestral Q de un experimento aleatorio, se definen los 
siguientes subconjuntos de Q: 


El suceso A; como cualquier A CO. 
El suceso seguro Q, aquel que sucede siempre. 
El suceso imposible Ø, aquel que no sucede nunca. 
El suceso elemental {x} CO; esto es, el formado por un sólo elemento. 
El suceso compuesto; cualquiera que no es elemental (está formado por más de un suceso). 
Los sucesos incompatibles A y B; aquellos tales que A N B= Ø. 
El suceso contrario de A; esto es, el complementario de A en Q, A=0—A 
aLa verificación del suceso A CQ en un determinado experimento aleatorio; o sea, que al extraer un 
elemento x EQ, se cumpla x EA. 
Nota 6.5 Dado Q espacio muestral, el conjunto de todos los sucesos posibles se denotará por P(Q). Se 


verifica que en un espacio muestral finito Q que posee n elementos, el número de sucesos de P(Q) es 2", 


pero ojo, el Ø siempre es uno de ellos, al igual que el propio Q. 


Ejemplo 6.9 En el lanzamiento de una moneda, Q = {C,X}, se tiene entonces: 
=SUCesos; {C}, {X}, {C,X} 
"sucesos elementales; {C}, {X} 
"SUCesos compuestos; {C,X} 
"sucesos imposibles; Ø, (8), {moto} 
"Suceso seguro; {C,X} 
Nota 6.6 En el ejemplo anterior, P(Q) tiene 2?= 4 elementos; P(Q) = {Ø,{C},{X}{C,X} = Q}. 


Ejemplo 6.10 En el lanzamiento de un dado, Q = (1,2,3,4,5,6), se tiene entonces: 
"Sucesos; {1}, (2), (3,5), {1,2,4,}, (salir impar} 
"sucesos elementales; {1}, {2}, (5), (salir múltiplo de 5) 
"Sucesos compuestos; {1,2}, {2,5,6}, {5}, (salir número primo) 
"sucesos imposibles; {7}, [salir par e impar} 
"Sucesos seguros; (1,2,3,4,5,6), {que no salga 7}, (que salga un número de una cifra) 
Nota 6.7 En el ejemplo anterior, P(Q) tiene 2° = 64 elementos. 


Unión e intersección de sucesos. Algebras de Boole. 


En todo este apartado damos por hecho que trabajamos con un experimento aleatorio que tiene 
definido un espacio muestral Q sobre el que quedan perfectamente definidos una serie de sucesos, en 
general no elementales. Definamos algunas operaciones que se pueden hacer sobre los mismos. 


Definición 6.6 (unión de dos sucesos;) la unión de dos sucesos A y B del espacio A 
muestral es otro suceso formado por los elementos que o bien pertenecen a A, o 
bien pertenecen a B. Se denota por A UB. 
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Definición 6.7 (intersección de dos sucesos;) la intersección de dos sucesos AyB A 
del espacio muestral es otro suceso formado por los elementos al mismo tiempo 
pertenecen a A y a B. La intersección se denota por A n B, y puede ser vacía. 


Ejemplo 6.12 Dados Q =[1,2,3,5,6,7,8) y A=[2,3,5,6) y B=[1,2,5,7,8), se tiene que la unión AWB = (1, 2, 3, 5, 
6, 7, 8) son los elementos que están en A o están en B (ojo, en la unión, aquellos que están repetidos sólo 
se escriben una vez), y la intersección A N B = (2,5). 

Nota 6.8 La intersección de dos sucesos se da siempre y cuando se verifiguen ambos simultáneamente, y 
la unión de sucesos se dará siempre que se verifique uno u otro, al igual que sucede en las operaciones con 
conjuntos. 


Nota 6.9 (importante) Se verifica la unión disjunta A UB = (A - B) U(B- A) U(A A B). 


Nota 6.10 (importante) A efectos de contar elementos, se tiene que: AUB=A+B-(An B) 


Definición 6.8 (suceso contrario;) el suceso contrario, complemento o complemen- 
tario del suceso A, al que denotaremos A, A€ ó A’ es aquel formado por todos los del 





espacio muestral que no están en A. 


Nota 6.11 El suceso contrario del (suceso contrario de un suceso} es el propio suceso; {4} =A=AÁ 


Ejemplo 6.13 Si consideramos el experimento de lanzar una moneda, el suceso contrario a que salga cara 


es que salga cruz y viceversa. 


A B 





Definición 6.9 (diferencia de sucesos;) la diferencia ʻA menos B’ de dos sucesos es 
otro suceso formado por los elementos de A que no están en B, denotándose A - B 
o quizás AB. 





Ejemplo 6.15 Sea el experimento aleatorio consistente en lanzar un dado, 
sean A = {2, 4, 5, 6}, B = {1, 3, 4}, C=(2,4) y D = (1, 5, 6}, 
entonces A - B = {2, 5, 6}, B- A = {1, 3}, A- C = {5, 6}, C - A =øØy finalmente B - D = {1, 3, 4). 


Nota 6.13 En la práctica, 4 — B = A N B, que será más fácil de manejar. 
Definición 6.10 (sucesos disjuntos) Dos sucesos A y B son disjuntos si su intersección es vacía: A N B = Ø. 
Ejemplo 6.16 Sea el experimento aleatorio de lanzar un dado, A = (1,3) y B = {2} son disjuntos. 


Definición 6.11 (sucesos complementarios) Dos sucesos A y B se dirán complementarios si siendo disjuntos 


su unión es el total, o sea, que uno es el total menos el otro A = O-B, o lo que es equivalente, B= 0 - A. 


Nota 6.14 En algunos problemas en los que nos pidan “probabilidad de que A suceda al menos una vez” lo 
que haremos será calcular “1 menos la probabilidad del complementario de A” (razónese). 


Definición 6.12 (sucesos incluidos) Un suceso A se dice contenido o incluido en otro B, escribiéndose A 
CB, si A N B = A, osea, si A es un subconjunto de B. 


Ejemplo 6.17 Seguimos con el dado; A = {3,6}, B = {1,3,4,6}, se tiene A CB, ya que todos los elementos de 
A están en B. 


Proposición 6.1 La unión/intersección/complemento de sucesos verifica las propiedades: 
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¿Conmutativa; VA,BB c OsetienequeAnB=BNA yque AuB=BUA. 

„Associativa; VA,B,C C Q se tiene que AN(B NC) = (ANB)NC y que AU(B UC) = (AUB)JUC. 
Distributiva; vA,B,C c Q : AN(BUC) = (ANBJU(ANC) y que AU(BNC) = (AUB)IN(AUC). 
¿Elemento Neutro; VA C N se tiene que ANQ=A yque AUN=A. 


Elemento Complementario; VA C Q se tieneque ANA =Ø yque AUA=0 
¿dempotente; YA c Q se tiene ANA=AUA=A,. 


„Simplificativa; VA,B C Q se tiene que A N (A U B) = A U (A N B) =A. 


"Contrario del Contrario; A = A 





„Leyes de Morgan; vA,B C Q se tiene que JAB =A uB yque AUB=ANB 


Ejemplo 6.19 Así en el caso del lanzamiento de un dado, si consideramos los tres sucesos, no elementales, 
A = {1,2,3}, B = {1,3,5}, C = {2,4,6}, D = {1,3} se tiene que: 


ANB = {1,3} =A UB = {1,2,3,5} = A= {4,5,6} sA - B = {2} 
ZA NC=(2) ZA UC = {1,2,3,4,6} = B= {2,4,6} „B-C = {1,3,5} = B 
BOC=04 aB UC = {1,2,3,4,5,6} =Q = C= {1,3,5} D-B=0 


Ejemplo 6.23 Sean dos conjuntos A = [a,b,c,d,e,fj y B = [d,e,g,h,i) de cualquier Q mayor. 


¿Cuántos elementos tiene A? Respuesta: 6. 
m¿ Cuantos elementos tiene B? Respuesta: 5. 


s¿ Cuántos elementos tiene A UB = [a,b,c,d,e,f,g,h,i)? Respuesta: 9. 
n¿ Cuántos elementos tiene A N B = {d,e}? Respuesta: 2. 


Nótese cómo a efectos de contar elementos, AUB=A+B-(AnN B), yaque9=6+5-2., 


3. Espacio de Probabilidad o Probabilístico 


Básicamente sólo trabajaremos con un espacio de Probabilidad... el de Laplace o de los sucesos 
equiprobables, que será fácil de aceptar al resultar unas definiciones y resultados muy intuitivos. Antes de 
Laplace, veamos qué es un espacio de probabilidad y qué propiedades verifican. 


Nota 6.21 En lo que sigue, A se corresponde con P(Q) o el conjunto de todos los sucesos de Q, y a sus 
elementos los vamos a llamar An. 

Definición 6.16 (Espacio de Probabilidad) Se llama espacio de probabilidad, o espacio probabilístico, a 
cualquier espacio muestral Q y cualquier asignación de probabilidad p : A -> [0,1] que verifica: 


1. p(Q)=1 
2. WAninen CA disjuntos, entonces p(Unen An) = nen PA») 
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Definición 6.17 (función o medida de probabilidad) En la definición anterior, a Q se le llama espacio 
muestral, y a p : A > [0,1] se le llama función de probabilidad o medida de probabilidad. 


Nota 6.22 Como vamos a ver a continuación, sobre un mismo espacio muestral Q pueden definirse 
numerosos espacios de probabilidad diferentes. 


Ejemplo 6.26 Sea Q el espacio muestral correspondiente a lanzar un dado. Considero cualquier aplicación 
pı: A -> [0,1] que cumpla p1(1) = p1(2) = p1(3) = p1(4) = p1(5) = p1(6) = 1/6. Entonces, (Q,p1) es espacio de 
probabilidad. 


Ejemplo 6.27 Sea (2 de nuevo el espacio muestral correspondiente al lanzamiento de un dado, que ahora 
voy a suponer cargado. Entonces, considero la aplicación p2: A > [0,1] tal que: p2(1) = 1/21, p2(2) = 2/21, 
p2(3) = 3/21, p2(4) = 4/21, p2(5) = 5/21, p2(6) = 6/21. Entonces, (Q,p2) es espacio de probabilidad distinto 
del anterior. 


Definición 6.18 (probabilidad a priori) Sea (Q,p) un espacio de probabilidad, y sea A un suceso, entonces se 
define la probabilidad (a priori) de A como p(A). 


Nota 6.23 Nótese que la definición anterior posee perfecto sentido; ya que dado A € A, es posible 
determinar p(A). Así, para calcular cualquier probabilidad, bastará definir un marco (espacio de 
probabilidad) adecuado para el cual, aunque no se conozca la probabilidad exacta de A, sí se conozca la 
probabilidad de sucesos elementales de los cuales A estará compuesto. 


Ejemplo 6.28 Por ejemplo, si deseamos determinar la probabilidad de que en un lanzamiento de dado 
perfectamente simétrico (no cargado) se obtenga un número par, lo lógico será tomar un espacio muestral 
como el del ejemplo 6.26 anterior, tal que la probabilidad de obtener un número par sería pı(par) = 
p1((2,4,6)) = p1(2) + p1(4) + p1(6) = 1/6 + 1/6 + 1/6 = 3/6 = 1/2, lo cual nos parece lógico. 


Ejemplo 6.29 Por contra, si dispusiésemos un dado cargado como el descrito en el ejemplo 6.27, p2(par) = 
p2((2,4,6)) = p2(2)+p2(4)+p2(6) = 2/21+4/21+6/21 = 12/21, que sería coherente con la asignación anterior 
de probabilidades a sucesos elementales mediante la función de probabilidad p2 ya que los sucesos 
elementales no tienen la misma probabilidad. 

Ejemplo 6.32 Disponemos de un dado tetradrico (4 caras), pero tan especial que la probabilidad del 2 es el 
doble que la del 1, la del 3 el triple, y la del 4 el cuádruple que la del 1. ¿Cuál es la probabilidad del 1 en 
dicho dado? 


Sea p(1) desconocida. Sea p(2) = 2p(1), p(3) = 3p(1) y p(4) = 4p(1) por hipótesis. Como los sucesos del 1 al 4 son 
disjuntos (por ejemplo no puede salir el 2 y el 4 al mismo tiempo) y de unión el total (o sale el 1, el 2, el 3 o el 4), se 
tiene que p(1) + p(2) + p(3) + p(4) = p(Q) = 1. 


1 
Por ello, 1 = p(1) + 2p(1) + 3p(1) + 4p(1) = (1 + 2 + 3 + 4)p(1) = 10p(1), de donde p(1) = 10. 


Proposición 6.4 (importante) Sea (Q,p) espacio de Probabilidad, sea A = P(Q) el conjunto de sucesos; 
entonces se verifica: 

. p(D) =0. 

. VA,B EA, con A N B = Ø, se tiene que p(A UB) = p(A) + p(B). 

. VA,B EA, con A CB, se tiene p(B) = p(A) + p(B - A). 


VAEA, p(A)=1-— p(A) 
. VA,B EA, con A CB, se tiene p(A) < p(B). 


. VA,B EA, p(A UB) = p(A) + p(B) - p(A n B). 
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7. VA,B EA, con p(A N B) =0, p(A UB) = p(A) + p(B). 


8. VA,B EA, con p(A) = 1, entonces p(A UB) = 1, así como p(B) = p(A n B). 





4. El espacio de probabilidad de Laplace 


Definición 6.19 (sucesos equiprobables) Sea un espacio de probabilidad sobre Q, y sea el conjunto de 


sucesos {A1,": ,An}, entonces se dice que A1, ¡Anson equiprobables si p(A1) = =+ = p(An). 


Nota 6.26 Un sistema de sucesos equiprobables es una colección de sucesos de modo que cada uno lleva 
asociado la misma probabilidad. 


Ejemplo 6.33 Si lanzo un dado, el conjunto (1,2,4,6) es un conjunto de sucesos equiprobables, ya sólo que 


1 1 
p(1) = p(2) = p(4) = p(6) =6 (aunque la asignación de probabilidad de cada uno igual a 6 es intuitiva, aún no 


hemos dicho el por qué). 


Definición 6.20 (sistema completo de sucesos) Sea un espacio de probabilidad sobre (1, el conjunto 
{A1,...,An} se dice un sistema completo de sucesos si Vi + j, p(A; N Aj) = 0 y además se verifica 


plA1) +: tpn) = 1. 


Definición 6.21 (Sistema de Laplace) Sea un espacio de probabilidad sobre Q, {A1,= ,An} es un Sistema de 
Laplace si es un sistema completo de sucesos equiprobables. 

Ejemplo 6.35 Consideremos una moneda, su espacio muestral es = (C,X). Llamo A; = {C}, A2 = {X}, entonces, 
teniendo en cuenta que {C}U{X} =Q , que {C}N{X} =Ø ; y que ambas caras pueden salir con la misma 
probabilidad, p(C) = p(X) = 1/2, tenemos un espacio de probabilidad de Laplace. 


Proposición 6.5 Sea un espacio de probabilidad sobre Q , y sea el conjunto (A,, ... ,An} tal que 
A1U:---UAn=0 y Vn + m,An N Am = Ø , entonces {A;, ... ,An} es un sistema completo de sucesos. 


Proposición 6.6 (Regla de Laplace) Sea un espacio de probabilidad sobre Q, y [A,, ... ,Anj un sistema de 
Laplace; entonces, VÍi1, - ++, ik} C (1, 2, -+-+ , n} se tiene que p(Ai U ... UAix) = k/n. 


Nota 6.30 (importante) La regla de Laplace se resume en la práctica como que la probabilidad de un suceso 
A, compuesto de k sucesos A; más pequeños, es igual a k/n, esto es, es el cociente de casos favorables 
entre casos posibles. 


Nota 6.31 Ya está. Ya hemos definido la probabilidad que nos interesa. Dado un espacio de probabilidad 
en el que podemos encontrar un sistema de Laplace, la probabilidad de un suceso es igual al número de 
veces que puede aparecer entre el total (esto es muy coherente con el concepto de frecuencia relativa o 
número de veces que sucede dicho suceso con respecto al total de repeticiones del experimento). 
Normalmente se utiliza la regla de Laplace cuando los sucesos elementales correspondientes a un 
experimento son equiprobables, como puede ser el lanzamiento de un dado no cargado, de una moneda 
perfectamente equilibrada, ... 

En dicho caso, y como vamos a ver en ejemplos, considerando Q = {A1, ,Anj se tiene el sistema de 
Laplace ((A1),*-* ,[Anj)j pudiéndose calcular directamente la probabilidad de cualquier suceso A = [A1,--* ,Ak}. 
En efecto, p(A) = p({A1} U+- U[Ax)) = k/n, donde k es el número de “casos favorables del suceso A” (número 
de sus elementos), y n son los “casos posibles” del experimento. 
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Ejemplo 6.38 Lanzamos un dado usual. Q = (1,2,3,4,5,6). Si le añadimos la asignación de probabilidades 


p({1} = p({2} = p((3)) = p((4)) = p((5)) = p((6)) za se forma un sistema de Laplace. 


Nota 6.33 Dado el espacio muestral, para formar un Sistema de Laplace es suficiente asignar 
adecuadamente la probabilidad a los sucesos elementales. 


Ejemplo 6.39 Lanzamos un dado con forma de tetraedro, que sólo puede arrojar los cuatro resultados Q = 
{1,2,3,4}. Construir un sistema de Laplace. 


Para ello he de encontrar un sistema completo de sucesos equiprobables. Mi sistema de sucesos va a ser 


1 
{{1},{2}{3}, {4}, de modo que voy a asignar p((1)) = p({2}) = p({3}) = p({4}) =4, con lo que obviamente son todos de 
igual probabilidad, esto es, equiprobables. Veamos que forman un sistema completo de sucesos; que tienen 
probabilidades disjuntas dos a dos y que la suma de probabilidades es igual a uno. 


Evidentemente, con la asignación de probabilidades hecha p ALH +pU2}) +pU3}) +p((45) = 4: E 1 (la 
asignación lógica). Es más, como no pueden salir simultáneamente dos resultados distintos, se tiene p((1) n {2}) = 
p({1} n (3) = p({1} n (4)) = p({2} A (3)) = p((2) n (4)) = p((3) n {4}) = 0, por lo que se verifican las dos condiciones de 
sistema de sucesos equiprobables. 


Ejemplo 6.40 Lanzamos simultáneamente una moneda y un dado usual del 1 al 6. Construir un sistema de 
Laplace. 


De nuevo he de encontrar un sistema completo de sucesos equiprobables. Comencemos escribiendo el espacio 
muestral Q = [(C,1),(C,2),(C,3),(C,4),(C,5),(C,6),(X,1),(X,2),(X,3),(X,4),(X,5),(X,6)) que consta de 12 elementos, cada uno 


1 

de los cuales puede salir con igual probabilidad, así que asigno a cada uno una probabilidad de 12 y ya lo tengo. 

En efecto, por construcción cada uno tiene la misma probabilidad de aparecer, 12, y como son 12, la suma de todos 
1 

ellos es p(((C,1)) + -*-* + p(((X,6))) = 12 - 12 = 1. Sólo quedaría ver que son de probabilidades disjuntas dos a dos. Si 


bien es cierto que los dos sucesos (C,1) y (C,5) comparten el haber salido cara, son dos sucesos atómicos, no los 


puede haber más pequeños, la cara o la cruz va “pegada” al número del 1 al 6, y por ello son dos sucesos distintos; o 
sale uno, o sale otro, o ninguno de los dos, y por ello la probabilidad de que tirando una moneda y un dado, salgan 
al mismo tiempo los dos sucesos anteriores, o cualquiera dos de ellos, es cero. 
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Veamos a continuación unos ejemplos resueltos que se basan en la Ley de Laplace; existiendo 
equiprobabilidad a la hotra de elegir, se toman los casos favorables y se dividen entre los posibles. 


Ejemplo 6.41 En una urna hay 40 bolas, 20 son de color rojo, 15 de color negro y 5 azules. Si se toma una 
al azar, determinar la probabilidad: 


m De que sea roja. 


A la hora de elegir una bola de la urna con 40 bolas, puedo sacar 40 bolas distintas, pero en esta 
ocasión sólo me valen las que son de color rojo, que son 20; así que son 20 los casos favorables, y 20 
los casos posibles, y por ello: 


casos favorables 20 1 
p(Roja) = ————— s —=-==0(5 
pittoja) casos posibles 40 2 


m De que no sea negra. 


De nuevo, los casos posibles son 40, y lo que cambia en esta ocasión son los favorables. Los casos 
favorables son aquellos en los que no sale bola negra, que pueden ser 20 bolas rojas y 5 azules, y por 
ello: 

casos favorables  20+5 25 


(no salga Negra) ? 
pino salga Negra) = ————————- = — = =-= 
: á i casos posibles 40 40 8 





= De que sea roja o negra. 


De nuevo, los casos posibles son 40, y lo que cambia en esta ocasión son los favorables. Los casos 
favorables son aquellos en los que la bola sea roja o sea negra, o equivalentemente que no salga azul, 
que pueden ser 20 bolas rojas y 15 negras, y por ello: 





(Roj y casos favorables  20+15 35 7 
o( Roja o Negra) = ——————————— = ——— = 
a ai casos posibles 40 40 8 


m De que sea verde. 


De nuevo, los casos posibles son 40, y lo que cambia en esta ocasión son los favorables. Como en la 
urna no hay ninguna bola verde, los casos casos favorables en los que saco una bola verde son cero, y 
por ello: 

casos favorables 0 


p(Verde) = ————— = — = 0 


casos posibles 40 


= De que no sea amarilla. 


De nuevo, los casos posibles son 40, y lo que cambia en esta ocasión son los favorables. Como en la 
urna no hay ninguna bola amarilla, los casos casos favorables en los que no saco una bola amarilla son 
todos, 40, y por ello: 

casos favorables 40 


pino Amarilla) = —————————— = — =1 
| | casos posibles 40) 


Ejemplo 6.42 Extraigo al azar una carta de una baraja española de 40 cartas (del 7 pasamos a la sota) ¿cuál 
es la probabilidad de que salga? 


. raw? „n — favorables _ 4 _ 1 _ øQ 
5 ¿Un rey: p= posibles `~ 40` 10 — 0'1 





. a fora? » — favorables _ 44444 _ 12 __ 3 _ py: 
= ¿Una figura! p = es. = 0 = To = io = 03 


a a ma? n — favorables _ 1 _ AN 
m ¿La sota de copas? p= ales. = 20 = 0025 


è E arma? m-— favorables _ 10 _ 1 _ (9 
= ¿Una carta de oros? p = a 0 120025 
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5.Formas de representar la información probabilística 


5.1.Diagramas de árbol 


Una buena forma de localizar los elementos del espacio muestral, especialmente si los experimentos son compuestos, es 
considerar diagramas de árbol. Cada vez que se realiza una nueva experimentación se toma el final de una rama existente y de 
ésta se abren tantas nuevas ramas como nuevas posibilidades hay. Al final, los nodos terminales y los caminos tomados son los 
posibles resultados. 


Ejemplo 6.44 El 60% de una determinada población son hombres, y el consecuente 40% mujeres. De los 
hombres, el 16% tienen ojos azules, y el 84% marrones. Por contra, de las mujeres, el 24% tienen los ojos 
azules, el 66% marrones, y el 10% verdes. Describir la situación en un diagrama de árbol. 


Dicho y hecho. Partimos de un punto original, 
a la izquierda en el centro, de forma que de 
éste punto salen dos ramas, la de los hombres 
(arriba) y la de las mujeres. Junto a cada rama 
se pone su probabilidad (en la de los hombres 
40%, en la de las mujeres 60%). Donde acaba 
cada rama pueden salir nuevas ramas (en este 
caso, 2 para el color de ojos en los hombres) y 3 
para el color de ojos de las mujeres. Junto cada 
rama de nuevo se ponen las probabilidades o 
pesos de las mismas. 

Por cierto, nótese que las todas las probabili- 
dades que salen de una misma rama suman el 
100%, esto es, 40% + 60% = 100%, así como 


Ojos azules 


Hombres 





Ojos marrones 


16% + 84% = 100%, y también es cierto que 24% | Ojos azules 
24% + 66 % + 10% = 100%. 66 % 








= 1 ` = r a p hi b a n 
En este caso hemos usado porcentajes para des- Mujeres Ojos marrones 
cribir el peso de las ramas; podíamos también > 
; : a 10% Ojos verdes 
usar números decimales de 0 a 1, fracciones o JOS verdes 


combinar formas. 


Ejemplo 6.45 Lanzo un dado, si sale 1 o 2 lanzo una moneda, si sale 3 no hago nada, y si sale 4, 5 o 6 lanzo 
dos monedas. Describir la situación en un diagrama de árbol. 

Bueno, al margen tenemos el árbol que describe la 
situación, nótese como el número de nuevas ramas 
tras el final de otra puede ser cualquiera incluyendo 
el cero, así mismo, pueden combinarse los números 
que nos dan el peso (importancia de cada rama), 
que es lo que se ha hecho en este caso. Aunque 
todavía no hemos calculado muchas probabilidades, 
creo que son bastante intuitivas y fáciles de aceptar. 
De nuevo la suma de las probabilidades de todas 
las ramas que parten de una común es iguala 1 o 
al 100 %. 

Para acabar con estos comentarios, en las tres ra- 
mas que parten de haber sacado 4, 5 ó 6, ojo al 
tratamiento que se le da a sacar cara y cruz. Yo 
entiendo que los sucesos son distinguibles, y no es 
lo mismo sacar CX que XC, por eso son dos suce- 
sos y un 50%. Si hubiésemos considerado que da p 
igual el orden, y que en definitiva sólo representan sale 4, 5 ó 6 
una cara y una cruz, cada una de las tres ramas 
(CC,CX,XX) hubiera tenido una probabilidad de 
1/3. Siempre que un problema no se complique de- 
masiado por ello, consideremos el orden. 


sale cara 


? ¢ 


sale 1 ó 2 





sale cruz 


CC 





CXÓXC 





XX 
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5.2. Tablas de contingencia 


Una tabla de contingencia es una tabla que nos 
va a permitir estructurar la información de las 
relaciones entre dos sucesos A, B, y sus 
complementarios, de forma que si nos falta algún 
dato, se pueda establecer con rapidez. 









Suceso A | Suceso A | Totales 


Más concretamente, en una tabla de contingencia 
situamos en dos columnas los dos sucesos A y A, 
en filas situamos otros dos sucesos B y B, las cuatro 
casillas de cruces son las probabilidades de las 
cuatro posibles intersecciones, y de forma 
parecida a las frecuencias marginales en una 
distribución estadística bidimensional, tenemos 
cuatro casillas reservadas para p(A), p(A), p(B) y 
p(B). La suma de cada pareja debe dar 1. 
Normalmente no la tendremos rellena, sino que tan sólo tendremos unos cuántos valores, y seremos 
nosotros quienes la rellenemos, posiblemente usando p(A UB) = p(A) + p(B) - p(A n B). 


Ejemplo 6.46 Se sabe que p(A) = 0'5, p(B) = 07, p AU B) = 0'7. Rellenar la tabla y calcular la 
probabilidad de A dentro de los casos en los que no se i B, p(A/B) 


PAN B) 


En este caso, como p(A) = 0'5, se tiene que p(A) = 1 — 0'5 = 0'5. 
Como p(B) = 0'7, deducimos p(B) = 1 — 0'7 = 0/3. Finalmente, 
usando la propiedad p(A U B) = p(A) + p(B) — p(AN B), se tiene 
07 = 0'5 + 03 — p(A N B), de donde p( AN B) = 0'1, y tengo la 


tabla de la derecha, todavía no rellena del todo. Nótese como la 


13 
HAL 
suma de las “marginales” es igual a 1. Bueno, tenemos que seguir 


ala lala | 
rellenando la tabla, y ello es tan sencillo como restar. 


Vayamos con p(A N B). Como p(B) = 03, y p(A N B) = 0'1, se 
tiene que p(A N B) = 0'2; esto es, 0'1 más algo es igual a 0/3, 
luego ese algo vale 0'2. Una vez calculado este dato, se deduce que 
p(AN B) es 0/3, y que p(AN B) = 0'4. Si todo ha ido bien, la tabla 
es coherente respecto las sumas horizontales y verticales. 

Aún no he acabado, me piden p(A/B), probabilidad de A sabien- 
do que se da B. Fácil... miro la fila B, cuya probabilidad es 0/7 y 
que está compuesta por los elementos (0'4, 0/3, 07). 


Eso significa que se está dando B (o que no se da B). Como me piden p(A/B), miro la columna de A intersección la 


fila B, que es igual a 0'4 de un total de 0/7, por ello p(A/B) =0'4/0'7 = 4/7. 













Suceso Å 
po TAN E 03 
Suceso B| 04 | o 7 
| Totales | os | os 














Nota 6.36 No es necesario que el total de una tabla de contingencia sume 1 o el 100% de la probabilidad. 
El total de la tabla podría ser el total de las probabilidades en juego (véase el ejemplo 6.47 en el que el total 
sería el 50%). Esto no es extraño, imaginemos una tabla de contingencia en la que el total fuera 1 y 
multipliquemos todas las cantidades por el 70% (por ejemplo). La tabla es muy parecida con la salvedad de 
que ahora el total es 0'7, y las otras cantidades parciales o totales se han achicado proporcionalmente. 
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5.3. Diagramas de conjuntos 


Las tablas de contingencia son especialmente útiles cuando hay dos sucesos distintos que interaccionan 
entre sí. El problema de las tablas de contingencia es que normalmente se asume que las mismas reflejan 
al 100% de la población, cuando no siempre es así. 

Otra herramienta más para representar información nos la ofrecen los diagramas de conjuntos, que se 
basan en representar los diagramas de Venn de dos sucesos o más y considerar cuantitativamente qué 
parte de la probabilidad o la información hay en cada una de las particiones que se forman. 


Ejemplo 6.47 En una ciudad, el 40% son castaños, el 15% tienen los ojos azules, y son castaños con ojos 
azules el 5% de las personas. Calcular la probabilidad de que elegida una persona al azar, sea castaña sin 
los ojos azules. 


En este caso, hay dos variables o sucesos que interfieren entre sí, el ser castaños y 
tener los ojos azules, así que tomamos un diagrama que representa a dos 
conjuntos que se cortan entre sí, ya que esos son todos los casos que se pueden 
dar con dos conjuntos (si la intersección de ambos fuera vacía, en la intersección 
del diagrama escribiríamos un 0%.) De forma parecida a como hicimos con la tabla 
de contingencias, comenzamos con las pistas. El 40% son castaños, así que el 
primer conjunto tiene que tener un total del 40%. Otra pista, el 15% tienen los ojos 
azules, así que el segundo conjunto, más pequeño, tiene un total del 15%, y la 
intersección de los mismos el 5%, tal como dicen los datos iniciales. Pelo castaño 





azules 


En este caso se ve con claridad que las personas castañas sin ojos azules son el 40-5 = 35% de la población, y las que 


tienen ojos azules que no son castañas son el 15 - 5 = 10% de la población. 


Nótese también que en este caso, una tabla de contingencia completa no era lo mejor, ya que las dos variables no 
sumaban el 100% de la población. Eso sí, podía hacerse una incompleta, una en la que el total fuera el 35 + 5 + 10 = 
50% de la población 


Ejemplo 6.48 En el I.E.S. La Bahía, se pregunta a 110 alumnos de primero de bachillerato con al menos una 
asignatura suspensa en las asignaturas de matemáticas, Ciencias del Mundo Contemporáneo o Inglés. Sólo 
le queda el inglés a 32 alumnos, y sólo le quedan las matemáticas a 35. CMC le queda a 40 alumnos, de los 
cuales a 6 le queda también el inglés, a 4 también las matemáticas, y a 2 le quedan las tres asignaturas. 


Digamos que cuando hay tres conjuntos que se cortan entre sí, el diagrama tiene que ser parecido a un trozo de la 
bandera olímpica, los dos primeros se cortan entre sí, y el tercero ha 

de cortar a los tres trozos que se formaban con los dos primeros Inglés _ CMC 
conjuntos, 7 trozos en total. A partir de ahí sólo hay que rellenar fN 
usando las pistas. En este caso, las pistas no hablan de porcentajes, 
sino de números de suspensos. 

Bueno, este ejemplo es sencillito, y sólo hay que calcular a cuántos 
le quedan sólo la CMC y a cuántos le queda el inglés y las 
matemáticas. Como el total de CMC es 40, y a 6+2+4 = 12 le quedan 
más de esa asignatura, sólo le queda CMC a 40-12 = 28aalumnos. 
Por otra, como el total de alumnos es 110, sólo las m temáticas y el 





inglés le quedan a 110 - 35-28-6-4-2=3 alumnos. 

El diagrama está relleno y ahora es muy fácil extraer información; ¿a 
cuántos le quedan 2 asignaturas? A 6 + 4 + 3 = 13 alumnos. ¿A 
cuántos no les queda el inglés? A 35+4 +28 = 67 ¿a cuántos las 
matemáticas? A 3 + 2 + 4 + 35 = 44, etc. 

Nótese de nuevo que en esta ocasión, una tabla de contingencia completa no era lo mejor (aunque también puede 
hacerse), ya que las tres variables no sumaban toda la población, que en este caso no se conoce ¿cuántos alumnos 
han suspendido al menos 1 asignatura además de las tres mencionadas? 


__ e Matemáticas 
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Nota 6.37 Nótese cómo el diagrama de conjuntos es muy útil cuando cierta parte de la población no queda 
reflejada en los datos (o sea, el total no es el 100%); por ejemplo, seguro que también hay suspensos en 
lengua, filosofía o latín, pero no salen en los datos anteriores. 


6. Probabilidad condicionada y probabilidad compuesta. 


Hasta el momento hemos definido (nos ha costado) el concepto de probabilidad asociado a la ley de 
Laplace. Dicho concepto, muy fácil de aplicar, nos dice que la probabilidad de un suceso es el cociente de 
los casos favorables entre los casos posibles, y hasta ahora nos ha funcionado. 

Ahora bien ¿qué sucede si queremos calcular la probabilidad de un suceso que se puede dar o no según 
se haya dado o no otro que a su vez también tenía cierta probabilidad? Por ejemplo: 


Ejemplo 6.49 En una mesa tenemos tres urnas, una primera que contiene 6 bolas rojas y dos blancas, una 
segunda que contiene 5 bolas blancas y 3 negras, y una tercera que contiene 4 rojas y 4 azules. Se elige al 
azar una de las tres urnas y se extrae una bola de la misma ¿Cuál es la probabilidad de sacar una bola azul? 
¿y una bola roja? Por último, si se sacó una bola blanca ¿cuál es la probabilidad de que proceda de la 
primera urna? 


"Con el concepto de probabilidad que tenemos no sabemos resolver este problema. Sí sabemos que si 
al azar elegimos la tercera urna, la probabilidad de sacar una bola azul es 4/8 = 1/2. Igualmente, si al 
azar elegimos la urna primera o segunda la probabilidad de sacar la bola azul es 0/8 = O ¿Pero cómo 
se combina todo? Una vez elegida la urna, por Laplace sí puedo calcular la probabilidad de la bola azul, 
pero esta probabilidad está condicionada a la elección de la urna ¿y cómo se hace ésto? En este caso 
tendremos que considerar el concepto de probabilidad condicionada. 


aLa segunda pregunta no es menos curiosa, no sólo no sé calcular la probabilidad de que salga una bola 
de un color concreto en cualquiera de las urnas, sino que me piden la probabilidad de sacar una bola 
de un color, rojo, que está en más de una urna (primera y tercera). En este caso aplicaré el concepto 
de probabilidad total. 


Pero la más curiosa de todas es la tercera pregunta. Ya sé que he sacado una bola blanca, que podría 
venir de haber elegido la primera urna o la segunda, así que nos preguntan precisamente eso ¿qué 
pasó antes? ¿con qué probabilidad esa bola blanca procede de la primera urna y no de la segunda? 
Cuando nos preguntan, desde el presente (bola blanca) por un hecho pasado (primera urna), lo que 
deberemos aplicar es el Teorema de Bayes. 


Aún nos queda cierto camino hasta llegar a Bayes (concepto de probabilidad condicionada, dependencia e 
independencia de sucesos... comencemos. 
6.1. Probabilidad condicionada 


Vayamos respondiendo a las preguntas anteriores. Comencemos definiendo un nuevo concepto, la 


probabilidad condicionada, que nos va a servir para marcar cuándo un suceso es anterior a otro. 


Definición 6.22 (probabilidad condicionada) Sea (Q,p) espacio de prob., sean A y B sucesos con p(B) +0; 





se llama probabilidad de A condicionada a la de B, al valor p(A/B) 


Nota 6.40 De la definición anterior se deduce que p(A N B) = p(A/B) : p(B). 
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Nota 6.41 El concepto de probabilidad condicionada, más formalmente la probabilidad del suceso A 
condicionado al suceso B, que se escribe p(A/B), nos va a informar de cuál es la probabilidad de que se dé 
A dando por hecho que anteriormente ya se ha dado B. Por ello, con este concepto ya se establece cierto 
orden temporal; el suceso B es anterior al A, y ya que se ha dado B, tiene sentido en las nuevas condiciones 
del experimento plantearse cuál es la probabilidad de que se dé A. 


Ejemplo 6.50 Sobre una mesa disponemos de dos urnas, cada una de las cuales tiene la misma probabilidad 
de ser elegida. En la primera urna hay 7 bolas blancas y 5 bolas rojas. En la segunda hay 6 blancas, 4 rojas 
y 5 amarillas. Calcular la probabilidad de extraer una bola roja de la primera urna. Describir la situación en 
un diagrama de árbol. 


S1 lo pillamos a la primera es muy fácil. Lo pri- 
mero que hacemos es el diagrama de árbol y 
etiquetamos los sucesos; llamamos U1 a tomar 
la primera urna, Us a tomar la segunda, B a 
extraer bola blanca, R extraer bola roja, y A 
será extraer bola amarilla. En este caso, la pro- 
babilidad de cada rama me interesa escribirla 


Blancas: B 


Urna 1; U; 





Rojas; R 


como fracciones para poderalas multiplicar con 
facilidad. Al ser igualmente probable la elección 
de cada urna, cada una de ellas tiene una proba- 
bilidad de ser elegida de 0/5 = 1/2. Igualmente, 
elegida una urna, la probabilidad de elegir una 
bola de un determinado color también es fácil 
mediante Laplace. 

Bueno, me piden la probabilidad de acabar ex- 
trayendo una bola roja de la primera urna, 
p(U; N R), que según la nota 6.40 es igual a 


Blancas: B 





4/15 


Urna 2; Us Rojas; R 


p(U1 NR) = p(R/U;) - p(U;). 





; / 1: Amarillas: A 


El problema ahora es determinar quiénes son las probabilidades p(R/U;,) y p(U,) para poder multiplicarlas... y eso es 


muy sencillo, veámoslo en otro diagrama de árbol referido a las probabilidades. 


p(B/U1) p(B A U1) 






p(R N Uy) 


p(B N U2) 





p(R NU) 


Dicho y hecho, he esquematizado el diagrama anterior y he 
cambiado las probabilidades del mismo por lo que en reali- 
dad éstas representan. Tengo que p(U;¡) es sencillamente la 
probabilidad de elegir la primera urna, que es igual a 1/2. 


Igualmente, p(U2) = 1/2 o probabilidad de elegir la segunda 
urna. Una vez elegida la primera urna, la probabilidad de que 
la bola sea roja, 7/12, es precisamente p(R/U; ), de la misma 
forma que una vez elegida la primera urna, la probabilidad 
de que la bola sea blanca, p(B/Uj ), es 5/12. 


Finalmente, la probabilidad en todo el experimento de elegir 
una bola roja de la primera urna, p(R A U1) es el resultado 
de haber elegido primero la primera urna (de probabilidad 
1/2) y a continuación la bola roja (de probabilidad 7/12), y 
por lo dicho en la nota 6.40: 


AA: 
p(U1 N R) = p(R/U1) pU) =3 19 94 


Esa es la probabilidad elegida. 


Nota 6.42 (muy importante) El segundo diagrama de árbol del ejemplo anterior es muy importante, ya que 
nos etiqueta cuál es cada una de las probabilidades; p(U1) y p(U2z) son las probabilidades de la primera 
extracción, la de la urna, y se corresponden a las ramas que quedan más a la izquierda. Por otra, p(B/U1), 
p(R/U1), p(B/U>2), p(R/U2z) y p(A/U2) hacen referencia a las probabilidades asociadas a las ramas de la 
derecha, o ramas de probabilidad condicionada; una vez elegida la urna cuál es la probabilidad de extraer 
una bola de un determinado color. Finalmente, la probabilidad de haber elegido una urna y una bola, por 
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ejemplo p(AN U2) o probabilidad de elegir una bola amarilla de la segunda urna, se calcula por la nota 6.40 
multiplicando las probabilidades de todas las ramas que llegan a ese suceso terminal. 


Proposición 6.7 (propiedades de la probabilidad condicionada) Sean A,B EA, p(B) +0. Se cumplen las 
siguientes propiedades de la probabilidad condicionada: 

e p(0/B) =0. 

e p(A/B) = 1 - p(A/B). 

e A1,A2 EA con Ar CA? > p(A1/B) < p(A2/B). 

e Dados As, A2 sucesos cualesquiera, p(A1 UA2/B) = p(A1/B) + p(A2/B) - p(A1 N A2/B). 

Un resultado muy especial relacionado con la probabilidad condicionada son los llamados teoremas de 
la probabilidad compuesta. Nosotros sólo usaremos el primero de ellos, aunque sería conveniente que el 
alumno intentase comprender el segundo, que tiene un nombre propio, la regla de la multiplicación 


Proposición 6.8 (Teoremas de la probabilidad compuesta) Sea (Q, A, p) espacio de probabilidad, y sean 
A1, ¡An EA, tales que p(A) 4 0 y p(A1 N A2N -** N An-1) 4 0. Entonces: 

en=2.  p(AN B)=p(A) : p(B/A) 

e n22. — p(A1N + N An) = p(Az) : p(A2/A1) - p(A3/A1 N A2) | + - P(An/A1 N = N An-1) 


6.2. Dependencia e independencia de sucesos. 


El concepto de independencia se va a apoyar en el concepto de probabilidad condicionada, de modo 
que dos sucesos A y B se van a decir independientes cuando la probabilidad de A condicionada a B es la 
probabilidad de A, esto es, la probabilidad de A no depende para nada de que B suceda o no. Veamos cómo 
se define rigurosamente. 


Definición 6.23 (independencia de sucesos) Dos sucesos A y B del espacio de probabilidad, con p(B) +0, 
se dicen independientes si p(A/B) = p(A). 


Nota 6.44 Se insiste en que la definición anterior lo que nos dice es que dos sucesos son independientes si 
la probabilidad de aquel que sucede después condicionada a aquel que sucede al principio es igual a la 
probabilidad del que sucede después. Esto es, la probabilidad del que sucede después no depende para 
nada del que sucede al principio. 


Nota 6.45 (importante) De la definición anterior, se deduce fácilmente que si dos sucesos son 
independientes es que p(A N B) = p(A) - p(B). Se da el recíproco; si p(A N B) = p(A) - p(B), los dos sucesos 


son independientes. 


Proposición 6.9 En un espacio de probabilidad, con A y B sucesos, se verifican las siguientes propiedades: 
=Si p(A) =0 ó 1; entoces A y B son independientes. 
Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 


e AyB son independientes. 

e Ay Q\B son independientes. 

e QA y B son independientes. 

e O\A y QIB son independientes. 


Ejemplo 6.51 Al mismo tiempo lanzo un dado habitual y una moneda, el que en la moneda salga cara o cruz 
es independiente del número que salga en el dado. 
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Ejemplo 6.52 Lanzo dos dados y sumo sus dos caras, y me sale 7. Si llamo A el resultado del primer dado, B 
el resultado del segundo dado, A y B no son independientes. 


Ejemplo 6.53 Tengo una urna con 15 bolas blancas y 7 azules. Extraigo una bola, anoto su color y la 
reintroduzco en la urna. Saco una segunda bola de la urna. Las dos extracciones son independientes. 


Ejemplo 6.54 Tengo una urna con 15 bolas blancas y 7 azules. Extraigo una bola, anoto su color y la dejo 
fuera. Saco una segunda bola de la urna. La segunda extracción depende de la primera. 


Ejemplo 6.55 Lanzo un dado, sea B su resultado. Si B es par, lanzo un segundo dado y A es su resultado. Si 
B es impar, llamo A = B. A y B no son independientes. 


Ejemplo 6.56 Sean dos sucesos del espacio muestral con p(A) = 0/3, p(B) = 0'4, p(A UB) = 0'6. Determinar 
su dependencia o independencia. 
Para probar que son independientes debería probar que p(A/B) = p(A), o equivalentemente, debería probar 
que p(AN B) = p(A) -p(B). Como p(A) -p(B) = 0/3 -0'4 = 0'12, lo que debo de ver es cuánto vale p( AN B), 
si valiera 0'12 los sucesos serían independientes, si no vale 0'12 los sucesos son dependientes. 
Para calcular p( AN B) uso la fórmula p( AU B) = p(A)+p(B)—p(AN B), de donde 0'6 = 0'34+-0'4—p(ANB), 
deduciendo que p( AN B) = 0'3+0'4—0'6 = 0'1. Por poco, pero 0'1 Æ 0'12, de donde p(AN B) 4 p(A)-p(B), 


y por ello los sucesos no son independientes. 


Ejemplo 6.58 El jugador de la liga ACB de baloncesto que peor tira los tiros libres tiene una probabilidad 
del 25% de acertar cada lanzamiento. Si en un partido intenta 5 tiros libres ¿cuál es la probabilidad de que 
enceste alguno? 


Mucho cuidado con este ejercicio compuesto (hay 5 lanzamientos independientes). El jugador tiene una 
probabilidad de 0'25 de acertar cada tiro libre, pero eso no significa que si intenta 2 la tenga de 0'5, si tira 
3 de 0'75, pues entonces, si tira los 5 la tendría de 1°25 lo cual no puede ser, ya que las probabilidades no 
ya q 

pueden ser mayores que 1. Es evidente que cuanto más tiros enceste, más probabilidades tendrá de acertar, 
pero si tira 5, igual los falla todos que igual los encesta todos!*. Este problema se hace de otra forma. 

El problema es ese “al menos”. Los casos posibles son 5, peros los favorables pueden ser 1, 2, 3, 4 ó 5, todos 
menos el caso en el que falla siempre. En los problemas con “al menos”, lo que haremos será calcular la 
probabilidad del contrario; “la probabilidad de que acierte al menos 1 es igual a 1 menos la probabilidad 
de que los falle todos”. Así: 

| 


plal menos 1) = 1 — p(los falla todos) = 1 — 0'75? = 1 — 0237304 = 0762696 


Como lo que nos piden es una probabilidad, que normalmente la expresamos en tantos por ciento, la 
probabilidad de que acierte al menos un lanzamiento de tiros libres es del 76'2696 %. 


Definición 6.24 (independencia múltiple) Sean A1, ,An sucesos de un espacio de prob., se dice que son 


independientes si V 1 < i1< + < ik< n se tiene p(A¡¡n--NA¡) = p(Ai): = -p(A;). 


6.3. Sistemas completos de sucesos. Probabilidad total. Teorema de Bayes. 


La teoría del tema se está acabando, pero aún tenemos que solucionar un par de detalles. En el ejemplo 
6.49, se hicieron tres preguntas. A la primera de ellas ya le hemos dado solución con el concepto de 
probabilidad condicionada, pero aún nos queda responder a cuál es la probabilidad de un suceso que 
aparece en más de una rama del árbol (concepto de probabilidad total), y no menos importante, sabiendo 
que se da un suceso presente en más de una rama del árbol, probabilidad de que provenga de una 
determinada rama (teorema de Bayes). Para responder a ambas cuestiones necesitamos otro concepto 
auxiliar, el del sistema completo de sucesos. 
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Definición 6.25 (Sistema Completo de sucesos) Sea (Q,p) un espacio de probabilidad, se llama sistema 
completo de sucesos a cualquier conjunto finito? de sucesos (Ann, que verifique: 

e Vmx*n se tiene p(An N Am) = 0 

e) p(An) = 1. 


Nota 6.46 Esto es, un sistema completo de sucesos sólo es una colección finita de modo que la probabilidad 
de la intersección de dos sucesos distintos es cero, y la suma de las probabilidades de todos los sucesos es 
igual a la probabilidad del total, esto es, 1. 


Nota 6.47 Ello no es pedir mucho, los sistemas de Laplace verifican eso y algo más (el que todos los sucesos 
sean equiprobables), esto es, todos los sistemas de Laplace son sistemas completos de sucesos, ya que: 


Proposición 6.10 Sea (Q,p) espacio de probabilidad, sea [Anjn, tal que se verifiquen las dos condiciones: 
e Yn ¿mA, NA, =Ø 
e YA, =Q Entonces, {An} es un sist. completo de sucesos. 


Nota 6.48 Así, un sistema completo de sucesos es por definición aquel en el que no conozco quiénes son 
los sucesos que lo componen, pero sí conozco que las intersecciones de los mismos, dos a dos, son el vacío, 
y que la suma de probabilidades es igual a uno. La proposición anterior lo que nos dice es que si tengo una 
serie de sucesos disjuntos dos a dos cuya unión es el total, también forman un sistema completo de 
sucesos, y por ello todos los sistemas de Laplace son sistemas completos de sucesos. 


Nota 6.49 (importante) En todo experimento aleatorio que se pueda expresar como diagrama de árbol, las 
diferentes ramas que parten de un mismo punto se corresponden a sucesos distintos (disjuntos) que tienen 
una suma de probabilidades igual a uno, por ello, todos los sucesos que tienen asociadas ramas que parten 
de un mismo punto forman un sistema completo de sucesos. Esta consideración puede hacerse para todas 
las ramas (simples o compuestas) que llegan a los sucesos terminales de un árbol, ya todas parten del 
mismo sitio, el principio del árbol de probabilidad. 


3 Esta es una definición “para nosotros y este curso”; en la definición matemática rigurosa las cosas son algo más complicadas. 
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Ejemplo 6.59 Sobre una mesa disponemos de dos urnas. La primera tiene una probabilidad del 60% de ser 
elegida, la segunda tan sólo del 40%. En la primera urna hay 8 bolas blancas y 2 bolas rojas. En la segunda 
hay 5 blancas, 5 rojas y 5 negras. Describir la situación en un diagrama de árbol. 


Como siempre, lo primero que hacemos es el 
diagrama de árbol y etiquetar los sucesos; lla- 
mamos U; a tomar la primera urna, Uə a tomar 
la segunda, B a extraer bola blanca, R extraer 
bola roja, y N será extraer bola negra. De nue- Blancas: B 
vo, la probabilidad de cada rama me interesa 

escribirla como fracción para poder multiplicar Urna 1; U} 
con facilidad (ya hemos visto que la probabili- 
dad de un suceso terminal es igual al producto 
de las probabilidades de las ramas que conducen 
a él), y por ello el 60% se convierte en 60/100 
y el 40% en 40/100. 

Y a lo que vamos, el elegir la urna 1 o la ur- 
na 2, (U¡,U2j forma un sistema completo de 







á Rojas; R 
60/100 


40/100 


sucesos, ya que son disjuntas (o se elige una o 
se elige otra) y la suma de probabilidades es el 
100 %=100/100=1. Igualmente serían un siste- lena 0, 77 
ma completo de sucesos dentro de la urna 1 el Urna 2; U2 
par { B, R}, o lo serían, dentro de la urna 2 la 1 
terna {B, R, N}, ya que dichos sucesos parten / 
de un punto común del árbol y su suma de pro- 


Blancas: B 






ETE 
9/15 l 
/ Rojas; R 


Negras; N 


babilidades es 1. 


Igualmente serían un sistema completo de sucesos los 5 sucesos terminales {U QR, ULAR, VAB, U2QR, VUSNN |, al 
partir todos del inicio del árbol y tener una suma de probabilidades igual a 1, y esto para nosotros es lo más interesante... 
los caminos que partiendo del origen del árbol de probabilidad llevan a los sucesos terminales nos definen un sistema 
completo de sucesos (los propios sucesos terminales). 


Nota 6.50 Si tenemos un árbol de probabilidad y consideramos todos los sucesos finales, éstos forman un 
sistema completo de sucesos. Y ahora ya estamos preparados para el concepto de probabilidad total, que 
es muy sencillo... va a consistir en sumar. 


Proposición 6.11 (Teorema de la probabilidad total) Sea (Q,p) espacio de probabilidad, y sea {An}n un 
sistema completo de sucesos. Sea B un suceso, entonces: 


Nota 6.52 (importante) Una vez que hagamos un diagrama 
de árbol es muy fácil. B va a ser un suceso que está en más p(B/A;) 
de una rama, los A, van a ser las ramas del árbol que parten 
del origen hasta la última bifurcación, y como sabemos, las 
p(B/An) son las probabilidades de B desde cada una de esas 


p(B N Aj) 






p(R/Aı) RAZ 
últimas bifurcaciones (veámoslo con la estructura de d 
probabilidad del árbol del ejemplo 6.59). En este caso los 
An son las dos urnas, y por ser coherentes con la notación, | 
p(B N A2) 


consideremos B el hecho de sacar bola blanca. He marcado 
las ramas que conducen al suceso “blanca” como más 
gruesas. Por el teorema de la probabilidad total, la 
probabilidad de B es igual a la probabilidad que está 





p(RN Az) 


p(N/A2) p(N N Aa) 
encerrada en esas dos ramas más gruesas, probabilidad 
que se calcula como: 
| | ENS | .pBNA;j) .p(BN A») | | | 
p(A1)p(B/A1) + p(A2)p(B/A42) = HAY EL y A) = p(B NA) + p(B 0 A) 


p(A:) p(Az) 
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Donde la igualdad última, que se obtiene tras hacer operaciones, es coherente con lo que se dijo en la nota 


6.42, donde para calcular la probabilidad de un suceso terminal de un árbol lo que se hace es multiplicar 
las probabilidades que llevan a él. 


Nota 6.53 En definitiva, si tenemos que calcular la probabilidad de un suceso que está presente en más de 
una rama del árbol, lo que haremos será calcular las probabilidades de ese suceso en las diferentes ramas, 
y sumar dichas probabilidades. Esto es algo muy fácil de asumir intuitivamente. 


Ejemplo 6.60 En el ejemplo 6.59, calcular la probabilidad de extraer una bola roja. 
Mirando el árbol del citado ejemplo, tengo dos formas de extraer una bola roja: 


60 2 120 3 


100 10 1000 25' 


o. , A 40 5 200 2 
= Eligiendo previamente U2; entonces, p(Uz N R) = p(U2) - p(R/U2) = 100 15 = 1500 = 15 
S) :) 


= Eligiendo previamente U4; entonces, p(U¡ N R) = p(U;) - p(R/U;,) = 








Esas son las dos formas de elegir una bola roja, y las probabilidades de cada una de ellas, que coinciden con 
multiplicar las probabilidades de las ramas que llevan a ellas. Por el teorema de la probabilidad total, la 
probabilidad de extraer bola roja (ya en general, no de una sóla rama) es igual a la suma de probabilidades 
de extraer una bola roja en cada rama, y por ello: 


a 3 2 9+10 19 
' == pe E í =< m — ==> AS ) 
p(R) =p(RNU)+p(R NU») z5 + 15 7 025333 
Ejemplo 6.61 En el ejemplo 6.59, calcular la probabilidad de extraer una bola blanca. 


Pues se hace de forma parecida, se calculan las probabilidades de sacar una bola blanca en cada una de 
las ramas donde haya bola blanca, y se suman: 
60 8 40 5 480 200 12 2 36 +10 46 _ 


p(B) = p(BNU:)+p(B AV) = 10910 + 100 15 ~ 1000 15002515778 ~ y ~O 





Ejemplo 6.62 En el ejemplo 6.59, calcular la probabilidad de extraer una bola negra. 


Podríamos hacerlo de dos formas distintas. La primera sería calculando directamente la probabilidad, lo 


cual es muy fácil ya que sólo hay bolas negras en la segunda urna, p(N) = — 15 = — == = 0'13. 


La segunda forma sería teniendo en cuenta que ya sé la probabilidad de sacar bola roja, 0 1253, la de sacar 


bola blanca, 0'613, así que la de la bola negra debe ser lo que queda, 1 — (0'253 + 0'613) = 1 — 0'86 = 0'13 


Ejemplo 6.63 Tengo una urna con 20 bolas, 15 rojas y 5 azules. Extraigo una bola, sale roja, la reintroduzco 
en la urna, saco otra y sale azul. Demostrar que ambas extracciones son independientes. 

15 /20 Ro Hacemos el correspondiente árbol, que en su primer nivel 

j tiene dos ramas, una primera que llamamos R; (roja en 

la primera extracción) con una probabilidad de 15/20, y 





una segunda rama, Aj (azul en la primera extracción). 
5 / 20) da De A; salen dos subramas Rə y A» (roja y azul en la se- 
gunda extracción, con probabilidades respectivas 15/20 
y 5/20). 

De A salen otras dos subramas, Rə y A2 (de nuevo 
roja y azul en la segunda extracción, con probabilidades 
respectivas 15/20 y 5/20). 

Nótese que en este experimento no hay reemplazamien- 
to, por lo que cada dos subramas tienen la misma dis- 
tribución de probabilidad que las ramas principales. 
Para probar la independencia de Rı y A tendríamos 
que probar que p( Rı N A2) = p(R;) -p(A>), donde p(A>)) 


Az ha de calcularse mediante una probabilidad total. 


15/20 










5/20 
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= p(Ri NM A) es la Pdo de sacar roja en la primera extracción, azul en la segunda, así que 
5 75 
sencillamente p(Rı N A2) = H. 20 = 200 

n .», / 5 

a p(R;) es la probabilidad de sacar roja en la primera extracción, así que p(Rı) = = 


= p(A>) es la probabilidad de sacar azul en la segunda extracción. A efectos de cálculo daría igual en 
qué subramas estamos (ya que ambas son iguales), pero como suceso, p( A2) es la probabilidad de 
que se E azul en la segunda Pa ha de calcularse como una probabilidad total; y por ello 


p(A2) = — + 2 57% = = (LB) )sg = >»: En definitiva, p(A2) = -> 





> 


400 20 20 





Por ello, se verifica p( Rı N A2) = p(R1) - p(A2), ya que 


Para acabar con la teoría vamos a ver el teorema de Bayes, que contesta a la tercera pregunta lanzada 
en el ejemplo 6.49, esto es, sabiendo que acaba sucediendo un suceso terminal que está presente en más 
de una rama del árbol ¿cuál es la probabilidad de que proceda de una o de otra rama? De nuevo usamos el 
concepto de sistema completo de sucesos. 


Proposición 6.12 (Teorema de Bayes.) Sea (Q,p) espacio de probabilidad, sea {An}n un sistema completo de 
sucesos. Sea B un suceso con p(B) + 0 ; entonces, Yk se tiene 


(A, /B) = POB) _ | _p4)p(B/Ar) 


p(B) Do PlAn)(B/An) 


Nota 6.54 (importante) El teorema de Bayes tiene dos igualdades, o tres expresiones que son iguales. La 
tercera, entre paréntesis, consiste en desarrollar la segunda (se desarrolla su numerador, y se aplica el 
teorema de la probabilidad total en el denominador). Así se obtiene la tercera expresión de la segunda, 
tercera expresión que aunque es cierta, será menos usada que la segunda. 


Nota 6.55 El teorema de Bayes se utiliza cuando tengamos un suceso B en el presente, y nos pregunten por 
un hecho Ax del pasado. Para calcular p(Ax/B) Dividiremos la probabilidad de la intersección Ax N B (suceso 
terminal de esa rama) entre la probabilidad total de B (p(B)) o suma de probabilidades de sucesos 
terminales donde aparezca B. Veamos algún que otro ejemplo: 


Ejemplo 6.65 Lanzamos dos dados, y la suma de puntos es 7. Calcular la probabilidad de que en uno de los 
dados aparezca un 1. 


= Una primera (y sencilla) forma de resolverlo sería la siguiente; como la suma de los dados ha sido 7, 
estoy en uno de los casos (1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2) y (6, 1). Esos son los casos posibles, 6. Los 
casos favorables son (1,6) y (6,1), tan sólo 2, por lo que la probabilidad pedida sería: 


=2-1-0333 
"p gq “me 


e Pero este problema lo hemos puesto aquí para resolverlo mediante probabilidad condicionada. Veamos 
cuál sería el planteamiento. Si tiramos dos dados, se pueden presentar 36 casos distintos, desde el (1,1) 
hata el (6,6). Por otra, los casos en los que la suma de los dados es 7 son sólo 6; y lo llamo suceso 
“5”; S = (1,6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1);. | 
Sea A = (1, 1), 1,2), 1,3), 1,4), (4,5), (1, 6), 2,1), (3, 1), (4, 1), (5,1), (6, 1) el suceso “en cualquiera 
de los dados aparece un 1”. Evidentemente, lo que nos piden es p( A/S). Entonces, mediante Bayes: 

aa HANS) % 2 1 a 
dis p(S) = 6 3 
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Ejemplo 6.66 Sobre una mesa disponemos de dos urnas. La primera tiene una probabilidad del 70% de ser 
elegida, la segunda tan sólo del 30%. En la primera urna hay 3 bolas blancas y 5 bolas rojas. En la segunda 
hay 2 blancas, 3 rojas y 5 negras. Si acabamos eligiendo una bola roja, probabilidad de que proceda de la 


segunda urna. 

Como siempre, lo primero que hacemos es el 
diagrama de árbol y etiquetar adecuadamente 
los sucesos; llamamos Uj a tomar la primera 
urna, U> a tomar la segunda, B a extraer bola 
blanca, R extraer bola roja, y V será extraer 
bola verde. De nuevo, la probabilidad de cada 
rama me interesa escribirla como fracción para 
poder multiplicar con facilidad (ya hemos visto 
que la probabilidad de un suceso terminal es 
igual al producto de las probabilidades de las 
ramas que conducen a él), y por ello el 70% se 
convierte en 7/10 y el 30% en 3/10. 

Lo que me preguntan es lo siguiente... he elegido 
una urna, a continuación he elegido una bola, 
y la bola es roja ¿cuál es la probabilidad de 
que la urna elegida sea la segunda? Como me 
preguntan por un suceso anterior (el elegir la 
segunda urna es anterior a la bola roja), he de 
aplicar el teorema de Bayes: 
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Ejemplo 6.67 En una fábrica de tornillos, la máquina A: produce el 80% de las piezas, y la máquina A2 el 20% 
restante. El 20% de la producción de la máquina A, son tornillos, el 30% son tuercas, y el 50% son clavos. El 
10% de la producción de la máquina A2 son tornillos, el 50% son tuercas, y el 40% son clavos. Se pide: 


1. Elegida una pieza al azar, probabilidad de que sea un tornillo. 


2. Se elige al azar una pieza, y es un tornillo. Probabilidad de que proceda de la máquina A2 


Como siempre, lo primero que hacemos es el diagrama de árbol 
y etiquetar adecuadamente los sucesos para entender el proble- 
ma gráficamente; llamamos A, a tomar la primera máquina, 
A la segunda. Que una pieza fabricada sea tornillo es To, que 
sea tuerca es Tu, y que sea clavo es Cl. 


1. Para calcular la probabilidad de que una pieza elegida al 
azar sea un tornillo usamos el teorema de la probabilidad 
total (441, A2} es un sistema completo de sucesos): 


p(To) p(To/A,) - p(A1) + p(To/A2) - p(A2) = 
2 80 1 20 160420 , 
10 100 ` 10 100 1000 dci 





2. Sacamos al azar una pieza y es un tornillo, la probabilidad 
de que proceda de la máquina A se calcula usando el 
teorema de Bayes: 
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Ejemplo 6.68 Lanzamos un dado de 6 caras. Si sale un 1, elegimos una primera urna que tiene 6 bolas rojas 
y 2 blancas. Si sale 2 ó 3, elegimos una segunda urna que tiene 2 bolas rojas, 3 blancas y 5 azules. Si sale 4, 
5 ó 6 elegimos una tercera urna que tiene 5 bolas rojas y 3 azules. Calcular las siguientes probabilidades: 


1. Elegir la segunda urna. 
. Elegir una bola blanca de la primera urna 


2 
3. Elegir una bola azul 
4 


. Hemos elegido una bola azul. Probabilidad de que provenga de la segunda urna. 


Lo primero que hacemos es construir el diagrama de árbol 


bo 






y etiquetar adecuadamente. Llamamos U1, U2, U3 a tomar 
la primera, segunda o tercera urna respectivamente, y sean 
R, B y A tomar una bola de color rojo, blanco o azul res- 
pectivamente. 


l 


La primera pregunta tiene respuesta fácil. La segunda 
urna se elige cuando sale en el dado un 2 ó un 3, así que 


su probabilidad es igual a: p(U3) = ž = 3 ~ 03333 


. La segunda pregunta no es complicada, nos piden la 


probabilidad de elegir una bola blanca de la primera 
urna, esto es, p(U¡ N B), igual a: 


1 
6 


2 1 
p(Uı) -p(B/U1) = — = — 0'0238 
p( 1) p( / 1) g 49 


. La bola azul puede tomarse tanto de la segunda como 


de la tercera urna, así que no es tan directo como el 
anterior, y hay que hacer una probabilidad total: 


p(A) p(U2) - p(A/U2) + p(Uz) - p(A/U3z) = 
2 5 43 3_1, 3 8+9 
6 10 68 6 16 48 


. Hemos elegido bola azul, puede provenir de la segunda 


y tercera urna ¡cuál es la probabilidad de que proceda 
de la segunda? Pues Teorema de Bayes 


PUNA) 3 3 3 


_PMt1A)_6"10_6_% _017e 
p(U2/A) = EV e = E = 35 = 01764 


